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1 Motivation und Gradschranken

Sei S eine glatte projektive Fliche. Dann gibt es eine Einbettung ¢ : S < PV
mit NV < 5.

Beweis. Da S projektiv ist, gibt es eine Einbettung ¢ : S < PV, Falls N > 5
ist, betrachte man die Sekantenvarietiit Secy S C PV. Es ist

dim Secy S <242+1=05.

Projiziert man von einem Punkt auflerhalb SecsS, so wird das Bild von S
im PV~1 wieder glatt. Dies ist moglich solange N > 5 ist. O

Also ist eine Fliche S C P° nichts besonderes. Wann kann man S C P*
erreichen?

Theorem 1.1 ([EP89]) Es ezistiert eine natirliche Zahl dy € N, so dass
S c P* nicht vom allgemeinen Typ = deg S < dy
Insbesondere gibt es nur endlich viele Familien solcher Flichen.

Beweisskizze.
(i) Fiir S ¢ P* gilt die Doppelpunktformel
d? —5d —10(m — 1) +2(6x — K?) =0

wobei d = deg .S der Grad, m das Schnittgeschlecht, x die Euler Cha-
rakteristik und K? der Selbstschnitt des kanonischen Divisors von S
ist. [Har77, Appendix A, Example 4.1.3.]



(i)

(iii)

Bis auf gut verstandene Félle vom Grad < 5 gilt
K?<0Ound 6y —K2>0
fiir Fléchen von nicht allgemeinen Typ.

N d? — 5d + 10
> et
- 10
Sei C' = SNP? ein allgemeiner Hyperebenenschnitt von S. Dann ist C
eine glatte Raumkurve vom Grad d und Geschlecht 7. Fiir solche im
IP? gilt Halphens Schranke [EP89]
2 —
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wobei s die Postulation von C' ist, d.h. der kleinste Grad einer Hyper-
flache, die C enthélt. In vielen Féllen ist die Postulation von C' die
gleiche wie die von S. Eine notwendige Bedingung dafiir liefert Roths
Lemma [Rot37]. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind und s > 6 ist,
dann wiedersprechen sie die beiden Schranken fiir 7 bei grofien d. Fiir
s > 6 ist d also beschriankt.

Durch Betrachten von generische Initialidealen findet man ein Poly-
nom Ps(d) mit Leitterm 6%, so dass fiir s mit d > (s —1)2 + 1

x(Os) = Ps(d)

gilt. Zusammen mit der Doppelpunktformel und Halphens Schranke
erhélt man dann

0>2K%=d?—5d—10(r — 1) + 12x(Os)
d? + s(s —4)d

2d2—5d—10<
2s

> + 12P4(d)



Untere Schanken fiir 2K?

20.000 J /
0 : ; ; ; ; |
m 195/ 150 200 / 250 300
-20.000 /
-40.000 /
-60.000 /
-80.000
-100.000
—s=1
-120.000 —s=2[
-140.000 —s=3_—
—s=4
-160.000 R
-180.000 -
Grad

= d beschrankt fiir s < 5.
O

Der Originalbeweis von Ellingsrud und Peskine [EP89] liefert dy < 10000.
Die Idee, generische Initialideale zu betrachten, stammt von Braun und
Flgystad [BF94]. Sie zeigen dy < 105. Genaueres Studium der generischen
Initialideale [DS00] ergibt schlieflich

do < 52.

2 Klassifikation

Bekannt sind zur Zeit folgende Teilklassifikationen fiir glatte Fléchen vom
nicht allgemeinen Typ im P*:

s=1,2 Kklassisch

s=3 Roth [Rot37]/Aure [Aur90]/Koelblen [Koe92]

d<9 via Adjunktion (Eine Ubersicht findet sich in [DS00])
d =10 via Linkage (Popescu/Ranestad [PR96])

3 Konstruktion

Um dy von unten zu beschrinken, versucht man, explizit Flichen von nicht
allgemeinem Typ in P* zu konstuieren. Bis jetzt hat man folgende Fa-
milien gefunden ([DES93] fiir alle bis dahin bekannten Familien, [Sch96],
[ADH'97], [ADS98], [AR02]):



Flichen im P*
bekannte Familien - Stand 21.1.2004

16

14 r
12

10

W Elliptische

W Bielliptische
@ Abelsche
OEnriques
oK3

M Regelflachen
M Rational

Anzahl Familien
[ee]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

—dy > 15

Zur Konstruktion wurden bislang folgende Methoden angewendet:

(i) Angabe von expliziten Linearsysteme auf bekannten Flichen

(ii) Adjunktion

(iii) Linkage
)
)

(iv) Schnitte von Rang 2 Vektorbiindeln auf P*

(v

Mit expliziten Linearsystemen und Adjunktion findet man Fléchen bis d = 9.
Linkage liefert Beispiele im Grad 10. Das Horrocks-Mumford-Biindel liefert
eine Fliache mit d = 10, die zu einer Fliche vom Grad 15 gelinkt ist. Mit
der Syzygienmethode schliefflich, kann man alle bisher bekannten Flichen
konstruieren. Dabei konstruiert man mit Hilfe von Syzygien spezielle Vek-
torbiindel F,G mit rang F = rangG + 1 und eine allgemeine Abbildung
¢ : F — G. Wenn ¢ auf einer Flidche S im Rang abfillt, so hat diese Fliche
Invarianten, die sich aus Invarianten von F' und G ergeben. Falls S auch
noch glatt ist, hat man eine neue Fliche gefunden. Zum Uberpriifen der
Dimensionsbedingung und der Glattheit verwendet man Computeralgebra
Programme.

Syzygien

4 Endliche Koérper

Computeralgebra Programme rechnen oft iiber kleinen endlichen Koérpern.
Dies hat zunéchst praktische Griinde, da man Elemente aus kleinen endli-
chen Korpern leicht speichern kann. Wahrend iiber endlichen Kérpern alle



FElemente mit gleich viel Speicherplatz auskommen, kénnen Zéhler und Nen-
ner beim Rechnen iiber Q beliebig grofi werden.

Fin weiter Vorteil ist jedoch, dass man iiber endlichen Korpern Gleichungs-
systeme leichter 16sen kann. Oft kann man eine Nullstelle durch Raten finden:

Beispiel Sei f € Fplz;...2,] ein Polynom. Um eine Nullstelle zu finden,
wéahlen wir x4, ..., z, zufillig. Heuristisch erhalten wir

B 0 in ca. % der Falle
fl@, .. 2,) = £0 in ca. f’p%l der Fille

Fiir eine exakte Version dieser Heuristik siche [vBS04].

In vielen Beispielen beobachtet man auerdem fir Ideale I C Fplzy ... zy]
mit V(I) € A" von Kodimension k, da8

# Punkte in V(1) 1
# Punkte in A?  pk

ist. Wenn man also eine Varitat kleiner Kodimension im A™ hat, so kann
man iiber einem kleinen endlichen Korper hoffen, Punkte auf dieser Varietét
durch Zufall zu finden.

Mit dieser Methode findet Schreyer [Sch96] vier Familien von Flachen nicht
allgemeinen Typs mit d = 11 und m = 10 iiber F3. Dabei realisiert er
die Menge der Vektorbiindel mit den gewiinschten Invaritanten als Varitét
mit niedriger Kodimension in einem hochdimensionalen projektiven Raum
und findet Beispiele durch zufilliges Suchen. Ebenso findet Abo 2003 (un-
verdffentlicht) eine rationale Fliche vom Grad 12 iiber Fs.

5 Was ist mit Charakteristik 0 ?

Im Allgemeinen ist man nicht an Fliachen iiber Kérpern endlicher Charakte-
ristik interessiert. Schreyer gibt jedoch in [Sch96] eine Methode an, mit der
man von Losungen eines Gleichungssystems in endlicher Charakteristik auf
die Existenz von Losungen in Charakteristik Null schlieffen kann.

Sei dazu X eine determinantielle Varietdt iiber SpecZ und r € Xp, ein
spezieller Punkt. Falls nun T’x , von erwarteter Dimension ist, so ist X glatt
in z und z liftet nach Charakteristik Null.

Zur Konstruktion von Flichen im P* verwendet man als X das Hilbertsche-
ma der Flichen in P* mit vorgegebenem Hilbertpolynom und als z € XF,
eine irgendwie konstruierte Fliache. Die Dimension des Tangentialraums Tx
berechnet man dann mit Hilfe von infinitisimalen Deformationen.



6 Unsere Fliche

Um neue rationale Flichen im P* zu finden, haben wir versucht, explizite
Linearsysteme auf P? mit vorgegebenem Basisort iiber Fo durch Raten zu
finden. Dabei kann man aus der Struktur des Basisorts die Invarianten der
Fliche bestimmen:

Beispiel Giibe es fiinf Neuntiken durch einen Tripelpunkt, 14 Doppelpunk-
te und 5 Einfachpunkte, so wiirden diese eine Aufblasung von P? in den P4
abbilden. Falls dieses Bild eine glatte Fliache S wire, miisste S rational mit
d=11, 7 = 11 und K? = —11 sein.

Die moglichen Linearsysteme zu vorgegebenen Invarianten d, = und K? fin-
det man kombinatorisch. Wir verwenden ein Verfahren zur ganzahligen Op-
timierung mit Hilfe von Grobner Basen [CLO98, Chapter 8]

Problem: Fiir allgemeine Vielfachpunkte X erwartet man

R (Ix(a)) =5—(d—m+3)
————
Spezialitét

viele linear unabhéngige a-tiken mit Basisort X. In unserem Fall erwarten
wir also nur 2 und nicht 5 Neuntiken mit dem gewiinschen Basisort. Fol-
gende Graphik zeigt die bekannten Familien von Flichen nicht allgemeinen
Typs im P* nach Grad und Schnittgeschlecht aufgetragen. Die Zahlen in den
Kiéstchen geben an, wieviele Familien mit diesen Invarianten bekannt sind.
Farbig unterlegt sind die Orte, zu deren Invarianten es rationale Flichen
gibt.
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Losung: Betrachte die Varitét
X ={(p,q,7) | h°(I3p+24++(9)) = 5} C Hilb; x Hilby4 x Hilbs.

X hat erwartete Kodimension 5 - Spezialitit = 15. Wir wéihlen also ca.
215 = 32768 zufillige Punkte * = (p,q,r) in Hilby x Hilby4 x Hilbs und

hoffen dann ein z € X zu finden.

Problem: P?(Fs) hat nur 7 Punkte. Wir kénnen also gar nicht einen Tri-
pelpunkt, 14 Doppelpunkte und 5 Einfachpunkte mit rationalen Koordina-
ten iiber Fy wihlen. Erst recht finden wir nicht 32768 verschiedene solche
Punktkombinationen.

Losung: Wir withlen s € P?(Fy:) und wenden Frobenius an. Wir erhalten
dann ein Ideal von bis zu k Punkten, das {iber o definiert ist.

Mit diesen Ideen und dem Computeralgebra Programm Macaulay 2 [GS]
haben wir tatséichlich einige spezielle (p,q,r) € Hilb; x Hilby4 x Hilbs mit
hO(I3p+24++(9)) = 5 gefunden. Ebenfalls mit Macaulay 2 kann man dann das
Bild der durch die jeweiligen 5 Neuntiken definierten rationalen Abbildung

P2 pt

ausrechnen. Mehrfach erhalten wir glatte Flachen mit d = 11, 7 = 11 und
K? = —11 iiber F,.



Mit Macaulay konnten wir aulerdem ausrechnen, dass man die 20 Basis-
punkte genau in einem 15-kodimensionalen Raum infinitisimal verschieben
kann, ohne dass die Bedingung h°(I3p424++(9)) = 5 verloren geht. Dies zeigt,
dass T'x ; von erwarteter Kodimension ist und die Konfiguration der Basis-
punkte nach Charakteristik Null liftet und dort ebenfalls h°(I3,124+-(9)) = 5
erfiillt. Wir erhalten also auch iiber Charakteristik Null rationale Abbildun-
gen
é: P? — P

die durch Neuntiken mit dem gewiinschten Basisort definiert sind. Da die
Bedingung ”Bild von ¢ ist eine glatte Fliche” offen auf X/ SpecZ ist und
wir Beispiele mit diesen Eigenschaften iiber Fy gefunden haben, muss es
auch iiber Charakteristik Null solche Abbildungen ¢ geben, deren Bild eine
glatte rationale Flache mit den gewiinschten Invarianten ist.

7  Warum sind diese Fliachen neu?

AuBler der von uns konstruierten Fléchen gibt es noch mindestens drei wei-
tere Familien rationaler Flichen mit d = 11, 7 = 11 und K? = —11 im P*.
Diese haben jeweils 0,1 oder oo-viele 6-Sekanten [DES93]. Unsere Flichen
haben jedoch zwei 6-Sekanten. Auflerdem haben unsere Fldchen Postulation
s = 4 wihrend die drei bisher bekannten Familien Postulation s = 5 haben.
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